Calka oznaczona - wstep

Okreslenie calki oznaczonej
Niech dana bedzie funkcja y = f(x), ktora jest ograniczona w przedziale domknigtym <a ,b> .
Dokonajmy podziatu odcinka <a,b> na n podprzedzialdow dowolnie wybranymi punktami
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a=xy<x<..<x,=b.
Oznaczmy:
Ax, = x, —x,_, —dlugos¢ podprzedziatu <x,H ,xk> ,gdzie k=1,2,...,n,

0, =max Ax, —Srednica podzialu.
1<k<n

Jezeli dla kazdego n mamy pewien podziat, to moéwimy, ze okreslony jest cigg podziatow przedziatu
<a ,b> oraz cigg Srednic (9,) .

Jezeli lim 6, =0, to ciag podziatéw przedziatu <a ,b> nazywamy normalnym.
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Rys. 1. Interpretacja geometryczna pojecia sumy catkowej

W kazdym podprzedziale <xk71,xk> obieramy dowolnie punkt ¢, taki, ze x, , <¢ <x,,
a nastepnie tworzymy tzw. sume cathkowq

7, = FE)AY + f(§)A%, +..+ ()%, = f(§)AX, .
k=1

Na rysunku 1 przedstawiono interpretacj¢ geometryczng pojecia sumy catkowej. Jezeli spelniony jest
warunek, ze f(x) >0 dla kazdego x € <a ,b> , to k-ty sktadnik sumy catkowe;j jest polem prostokata o
podstawie dlugosci Ax, 1 wysokosci f(§,). Widzimy zatem, ze suma calkowa jest suma pol
wszystkich n takich prostokatow. Mozna ja wigc traktowac, jako pewne przyblizenie pola obszaru
ograniczonego wykresem funkcji o rownaniu y = f(x), osia Ox oraz prostymi x=a 1 x=b.

Jezeli mamy do czynienia z normalnym podziatem przedziatu <a ,b> , w ktorym wraz ze wzrostem n,



dlugosci podstaw kolejnych prostokatoéw sa coraz mniejsze, to w ogolnosci mozna twierdzi¢, ze im
wigksze n, tym to przyblizenie jest coraz dokladniejsze.

Definicja. Jezeli dla kazdego ciggu normalnego podzialow przedziatu <a,b> kazdy ciag sum
calkowych (o,) dazy do tej samej granicy skonczonej i granica ta nie zalezy od wyboru punktow ¢&,
(k=1,2,...,n), to granice t¢ nazywamy catkq oznaczong funkcji f w przedziale <a,b> 1 oznaczamy

b
f f(x)dx.
Mozemy zatem zapisac
b n
J Feds=lim3 = r(6ax .

Jest to tzw. catka Riemanna.

Liczbe a nazywamy dolng granicqg catkowania, liczbg b — granicq gorng, przedziat <a,b> -
przedziatem catkowania.

W celu uzupehienia definicji przyjmijmy

]f(x)dx =0 oraz ]f(x)dx = —]f(x)dx.
a a b

Jezeli funkcja f ma catke oznaczong w przedziale <a,b>, to nazywamy ja catkowalng (w sensie
Riemanna) w tym przedziale.

Podstawowe wlasnosci calki oznaczonej i jej obliczanie

Twierdzenie. Jezeli funkcje f(x) i g(x) sa catkowalne w przedziale <a,b> , to

b b

b
1. f [/(x) % g(x)]dx = f F0)dx+ f g(x)dx

b b
2. f kf (x)dx =k f f(x)dx , k—dowolna stata,

b c b
3, f F(x)dx = f F(X)dx + f f(x)dx , gdzie a<c<b.

Twierdzenie. (Newtona-Leibniza — podstawowe twierdzenie rachunku catkowego).
Jezeli funkcja F(x) jest funkcja pierwotng funkcji  f(x), ciaglej w przedziale <a , b> , to
prawdziwy jest wzor (wzor Newtona-Leibniza):

b
(1) f f@dx = [F(x)" = F(b)—F(a).
Inny czesto spotykany zapis: ”
b
[ 1wy = Fo| = Fo)-F@)
Wzér Newtona-Leibniza daje ;raktyczny i wygodny sposob obliczania catek oznaczonych.

Whioskujemy z niego, ze umiej¢tno$¢ wyznaczania catek oznaczonych sprowadza si¢ do umiejetnosci
obliczania catek nieoznaczonych (wyznaczania funkcji pierwotnej danej funkcji).



Przyklad. Obliczy¢ cafki:

3 % 1
a) f[—xz——3]dx, b) f[sinx— > dx.
cos” X
! 0
Rozwiazanie.
2 2 2
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a) f{ixz_T]dXZI(i 2—4)c3]abc: =X -4 —x7?| =
(2 X 2 23 -2 |,
F(x)
2
:lx3+% [l 23+22]_[ll3+£2] _4+l_l_2:2’
12 x|, 2 2 2 1 2 2
F(x) F(2) F(1)
: 1
b) f[sinx— > dx:[—cosx—tgx]o =
A cos” x

e 5

T T
=|—cos——tg—|—(—cos0—tgl)=——14+1=—.
[ ;e 4] ( g0)=—= 5
Twierdzenie. (o catkowaniu przez podstawienie)
Jezeli

1) funkcja g: <a,ﬁ> . <a,b> ma ciagla pochodng w przedziale <a,ﬁ> ,
2) a=g(a), b=g (P,
3) funkcja f jest ciggta w przedziale <a,b>

to
8 b
(x)=t
‘Wdx=| 2 :f tydr .
Jreengia=| L8 fro
Przyklad. Obliczy¢ cafki:
3 e 3 g
a) f%dx, b) fln xdx, c) f$ .
b V25— x X 0 cosx+1
Rozwiazanie.
rox 25 = a5 g
a) f—zdx: Oxdv=dt |=—~ T:—ft 2di=—|202| =
0o V25—x 2 25 VI 2 16 2 16

xdx = —ldt
2

:[ﬁ}fzzﬁ_ﬂ:5—4:1.

Przy takim zapisie nalezy pamigta¢ o zmianie granic catkowania przy przejSciu na tymczasowg

zmienng ¢. Nowe granice catkowania wyznaczamy z rownoéci 25— x> = ¢, podstawiajac w miejsce

x najpierw dolng, potem gorng granic¢ catkowania. Otrzymujemy wowczas nowe granice
catkowania dla zmiennej ¢

t=25—x> 25 16




Przy obliczaniu catek oznaczonych mozna réwniez zastosowac inny sposob zapisu. W pierwszej
kolejno$ci mozna obliczy¢ catke nieoznaczona, a potem bazujagc na wzorze Newtona-Leibniza
wykorzysta¢ wynik tych obliczen do wyznaczenia catki oznaczonej. Dla powyzszego przyktadu
wygladatoby to nastgpujaco:

; 25—x*=t g [ |
IL: —2xdx = dt :——f—t:——fﬁdt:—ﬂ+C:—\/25—x2+C
V25— | 20 e 2
xdx:—Edt

zatem F(x)=—/25—x",astad

dx:[—mr :(—\/ﬁ)—(—\/ﬂ):—4+5:1.

3
f X
b V25 —x? 0

Widag, ze przy takim sposobie zapisu nie musimy dokonywa¢ zmiany granic catkowania.
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c) Zastosujemy tutaj podstawienie uniwersalne:
1 1-¢
tg—x=t cosx = 3 1
x 2 1+1¢ 2
2
1 2
IL: X = 2arctg¢? tg[—-O]zO = 1%a’t:
, cosx+1 2 1—¢ 41
2 1 142
dx = -dt tg[—-zjzl 0
141 22
1 1
2 2

- 1+¢

- 1
_ 1+¢ 12, 0 _
= —)TL = Tdt—fdt—[t]o—l—o—l
0
147 147 01+t2
0

Twierdzenie. (o catkowaniu przez czesci)
Jezeli funkcje u 1 v maja ciagte pochodne w przedziale <a,b>, to

b b
f (e (x)dx = [u(x ()] — f ! (W(x)dx

Przyklad. Obliczy¢ catke

I

e 6
a) f%/?lnxdx, b) fxcosxdx .
1 0



Rozwiazanie.
1
y & 1 u(x)=Inx v'(x)=x3 e y 4
a) f%/;lnxdx:fx3 In xdx = 4| = i%/JC_Atln)c —ifl-ﬂdx:
/ 5 14 , 4d x
1 1 ux)y=— vix)==x 1
X 4
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Oczywiscie, rowniez w tym przypadku mozna byto najpierw obliczy¢ catke nieoznaczona, a nastgpnie
zastosowa¢ wzor Newtona-Leibniza. Zapis bylby wowczas bardziej przejrzysty.

b) W tym przykladzie zastosujemy odmienny sposob zapisu. Najpierw obliczymy catke nieoznaczona,
a potem otrzymany wynik wykorzystamy, aby obliczy¢ catke¢ oznaczona.

fxcos xdx =

Zatem, stosujac wzor Newtona-Leibniza otrzymamy:
3

xcosxdx = [xsinx—i—cosx]; :{%-sin%—i—cos%]—(0-sin0+c050):%—|———1

u(x)=x v'(x)=cosx

:xsinx—fsinxdx:xsinx—l—cosx—l—C.
—

u'(x)=1 v(x)=sinx )

2
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Obliczy¢ catki:
1 2 2 5
1. f(4x3+5x—1)dx, 2. f(x—l)3dx, 3. fi‘/dex, 4. f = et
2
0 -2 1 3
4 /4 e /4
5. fx ¥ +9dx, 6. fsin4xdx, 7. IL, 8. ftgxdx,
o 0 g xJ1+1Inx o
2

e 1 -2
dx
9. x*sinxdx, 10. fx21nxdx, 11. fxarctgxdx, 12. f2—,
x°+2x+1
“ 1 0 -3
1 1 3 d % T
x— .
13. f ldx, 14. f > al , 15. fcos3xdx 16.fs1n2xc0s2xdx
0 * 1 X Fx 7% 0
/2 5
NVx—1
17, [ g, 18.f ik
b 6 —5sinx +sin” x X
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